13. A Venn-Euler diagram és a logikai szita

Az dbrdknak nemcsak a geometridban van fontos szerepiik, hanem a
legkiilonbozobb  feladatok megolddsdban is segithetik a kiinduldsi adatok
elrendezését, Osszefiiggések felismerését, megkonnyithetik a feltart osszefiiggések
késdbbi felidézését és ellendrzését.

A matematika kiilonbozg teriiletein mdr régéta haszndlatosak az tgynevezett
Venn- és Venn-Euler-diagramok, a halmazok kozotti kapcsolatok, viszonyok
tilkrozésére, adott tulajdonsdggal rendelkezé halmazok és azok szdmossdgdnak
(elemei szdmdnak) meghatdrozdsdra, valamint egyes &llitdsok logikai értékének
megéllapitdsdra, logikai kovetkeztetések vizsgdlatdra (ezért is nevezik ezeket még
halmazabraknak is).

Egy Venn-diagramot korokkel, vagy mds zart gorbékkel, vagy ennél
dltalanosabb alakzatokkal, példdul n egyszeri zart gorbével adunk meg a sikon.
Minden gorbe belseje valamilyen halmazt dbrazol, a zart gorbén kiviil es6 rész pedig
annak komplementerét.

Az {Ai, Aa,..., Ay} gorbecsalddot Venn-diagramnak nevezzilk, ha a gorbék a
sikot pontosan 2" diszjunkt tartomédnyra bontjak, és a tartomanyok megegyeznek az

Osszes lehetséges XiNXoN... Xk alakd halmazzal, ke {1, 2,..., n}, ahol minden X;

helyére az A; egyszerl, zart gorbe belsejét vagy kiilsejét irhatjuk, ie {1, 2,..., n}.

A korvonalakrdl az egyszerti zart gérbékre torténd altaldnositds okdra nyomban
ravilagit az aldbbi észrevétel, mely mar Venn 1880-as dolgozatdban megtaldlhato:

,.Barmely diagramban legfeljebb hdrom korvonal fordulhat el8.”

A bizonyitds lényege: n darab korvonal a sikot legfeljebb n?>—n+2 részre
osztja (v.0.[1]). Ezért a Venn-diagram értelmezése alapjdn kovetkezik: n<3. Az
n=1, n=2 és n=3 eseteknek megfeleld diagramok a sikot rendre 2!, 22, 23 részre
osztjak, lasd a kovetkezd dbrakat:
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Maisfajta gorbékkel barmely n értékre lehet n gorbét tartalmazé Venn-diagramot
késziteni. A probléma ellenben ott van, hogy az n >3 szdm novekedésével az dbrak

egyre bonyolultabbak, nehezen haszndlhaték feladatok megolddsdra. Nézziink
néhdnyat n= 4 esetén:




Mind a négy édbra a sikot 16 diszjunk tartomdnyra osztja. Hasonlé d4brik
szerkeszthetok n> 4 esetén is, de ezek gyakorlati szemponbdl nem hasznalhatok,
ugyanis kevésbé attekinthet6k

Konnyen beldthaté, hogy n> 3 esetén az egyes tartomdnyok azonositisa mar
koriilményes.
Térjink vissza a Venn-diagramok beinditott tanulmdnyozdsdhoz. Az

XiN X2 ...N Xk alakd halmazokat atomoknak nevezziik. Ha a sikot n gorbe p

sikdarabra vagja és a 1étrejové atomok szdma a, akkor nyilvanvaléan a<p. A Venn-

diagramokra teljesiil: a=p=2". Ezenkivil az a<p#2" esetekben is hasznilt
diagramokkal is gyakran taldlkozhatunk. Ime néhany példa'

//

0

7

~

\

/

\—*\/

Az elsd esetben a<p#2" (a=7, hiszen a 6-os szdmmal jelslt sikdarabok

ugyanahhoz az atomhoz tartoznak), a masodik esetben 5=a = p#2". Az ilyen tipusi
diagramot altalaban Venn—Euler-diagramnak nevezik. Ez a megnevezés inkabb
hazdnkban honosodott meg, mds orszdgokban inkdbb tdgabb értelemben vett,
ugyancsak Venn-diagramoknak nevezik.

Erdemes megjegyezni, hogy az értelmezés szerinti Venn-diagram n gorbéje
altal hatdrolt sikbeli részek kozott minden lehetséges atom létezik. Mds szdval a

Venn-diagram esetén mindegyik XiX2()... Xk alakd halmaz 1étezik, mig a Venn—

Euler-diagram esetén ez nem foltétleniil igaz. Tehat a Venn-diagramok az
ugynevezett Venn—Euler-diagramok részhalmazat képezik. Az elkovetkezdkben
bemutatjuk e diagramok néhdny alkalmazasi lehet6ségét.

Egyik azonnali alkalmazdsat az igynevezett logikai szita-formuldk képezik.

A tovédbbiakban jeldljiik |X | vagy card(X) az X halmaz elemeinek a

szamat (szamossagit). A kétkoros Ven-Euler diagramrdl leolvashat6, hogy két

halmaz esetén igaz, hogy |AUB|=|A|+|B|—|AﬂB| (1). Tovdbbd, ha

X < § , akkor nyilvédnvald, hogy |S—X| =|S|—|X| ,ésmostaz X =AUB
vdlasztdssal, az A, B C S feltételekkel, az (1) alapjdan kapjuk, hogy

|S—(AUB)|=|S|-|A|-|B|+|ANB|| (1). Az (1) é (1") sszefiiggéseket

masodrendt szita-formuldnak, vagy egyszertien logikai szitdnak hivjuk (a logikai
szitdra még hasznalatos a bennfoglalds-kizaras formula elnevezés is).



Hasonl6 0sszefiiggést dllapithatunk meg harom halmaz esetén is, ha a harom
koros Ven-diagramot kovetjiik. Ez alapjan felirhatd, hogy

|AuBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-|BNC|-|CnA|+|AnBNC|| @.

Az elébbiek mintdjara, az A, B, C C S feltételek mellett levezethetd a kovetkez6
Osszefiiggés is:

|S—(AuBUO)|=|S|-{4-|B-|d+AnB+BNd+CnA-|AnBN(
A (2) és a (2’) képezik a harmadrendu szita-formuldkat. Természetesen a szita-
formula érvényes marad hdromndl tobb tag esetén is. Ennek az dltaldnos alakja:
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A (3) és a (3’) n-ed rendii szita-formuldkat a matematikai indukciéval is
bizonyithatjuk.

A tovdbbiakban olyan alkalmazdsokat mutatunk be, amelyeknek a
megolddsa Ven-Euler diagrammal és a szita-formuldval egyardnt elvégezhetdk, de
mutatunk be olyan feladatokat is, amelyeknél az egyik vagy a mdsik modszer
elényosebb.

1. feladat

Venn-Euler-diagram segitségével szemléltessiik a négyszogek, trapézok,
paralelogrammadk, téglalapok, négyzetek és rombuszok halmaza kozotti
Osszefliggéseket!

Megoldds: A viszonyokat a mellékelt diagram fejezi ki. Ez a diagram
nagymértékben megkonnyiti a négyszog, trapéz, paralelogramma, négyzet és
rombusz fogalmak értelmezését, rogzitését és kozos tulajdonsagaik megdllapitisat.
A diagram lehetdséget nyujt egy adott négyszogtipus tobbféle értelmezésére is.

: a téglalapok halmaza

: a négyzetek halmaza

: arombuszok halmaza

: a paralelogrammak halmaza
: a trapézok halmaza

: a négyszogek halmaza

: a deltoidok halmaza

NN AW =

2. feladat




Hat barétrol a kovetkezdket tudjuk: Attila magas, barna, szemiiveges; Bori
magas, sz0ke, szemiiveges; Cili magas, barna, nem szemiiveges; Elek alacsony,
barna és nem szemiiveges; Fruzsina kozepes magassagu, barna és nem szemiiveges;
Dani magas, fekete, nem szemiiveges.

a) Milyen tulajdonsdgok alapjan csoportositottuk a hat baratot az 4bran?
b) A hat baratrél a kovetkezoket hallottam:
1. A szemiivegesek mind barndk vagy magasak.
2. A magas barna gyerekek mind szemiivegesek.
Melyik allitds igaz, melyik allitds hamis? (v.0. [5].)

Megoldds
e 1: Attila
,/ / 2: Bori
57 3: Cili
\&/ 4: Dani

5: Elek
6: Fruzsina

Mivel Attila, Cili, Elek, Fruzsina a haromszogbe keriiltek, ezért van egy k6zos
tulajdonsaguk: mind barndk. Tehat a haromszog a barndk halmazét jeloli. A korbe
Attila, Bori, Elek keriilt, igy a kor a szemiivegesek halmaza. Beldthat6, hogy a
négyzet a magas tanuldk halmazat szemlélteti.

Az 1. allitas igaz, mivel a korben 1év6 személyek ugyanakkor vagy a
hiromszdgben vagy a négyzetben (vagy mindkettében) vannak. A 2. 4llitds nem igaz,
mert a négyzet és a hiromszog k6zos részében 1év6 személyek koziil nem mindegyik
van a koron beliil (példaul Cili).

3. feladat
Hatarozzuk meg azokat az X, Y halmazokat, amelyekre egy id6ben teljesiilnek
az alabbi feltételek:

AXNY={3,57):b)X-Y={2,6};0)X UY={1,2,3,4,5,6,7}.

Megoldds

1
4

X xny Y

Szemléltessiik a két halmazt a ldthaté médon. Az dbrarél az XY, X-Y, XUY

halmazok jelentése leolvashaté. Leghamarabb a 3, 5, 7 elemeket irjuk be az X[ Y-t

jelzd tartomdnyba, utdna az X — Y tartomdnyba a b) pontban szerepl6 2, 6 elemeket
irjuk be.



Az 1ésadelemsemaz X () Y, sem az X - Y tartomdnyba nem irhatdk, hiszen

akkor jelen lennének az a) vagy b) feltételekben. Tehdt le Y—X és 4e Y- X, ezért

X={2,3,5,6,7}ésY={1,3,4,57}.
4. feladat

Egy osztily 30 tanul6ja koziil 19 teniszezik, 16 pedig kézilabdazik.

a) Legalabb hdnyan teniszeznek is és kézilabddznak is?

b) Ha minden tanulé6 vagy teniszezik vagy kézilabddzik, hinyan

gyakoroljdk egy idében mindkét sportdgat?
(S.M.P. Book. T. p. 27/1969, v.6. [2])

Megoldds. Jelolje E az osztdly tanuléinak halmazat, valamint T a teniszez6k és
K a kézilabdazok halmazat. Az a) pontot az els6. dbra, a b) pontot a masodik dbra

alapjan oldjuk meg.
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a) Nyilvan van olyan tanuld, aki sem nem teniszezik, sem nem kézilabdazik,

ezért ITUK1<30. Ha IT1=19 és IKI= 16, akkor az (1) alapjan ITN KI=IT1+ K| -

ITUKI. A fentiek értelmében ITKI=> 19+ 16-30=35.
Tehat legaldbb 5 tanul6 teniszezik is és kézilabdazik is.

b) Jelen esetben ITU K1=30, és az el6bbiek alapjan IT KI=5.

Megjegyzés. Feltétleniil ki kell hangsulyozni, hogy a Venn—Euler-diagram

esetén egy nagyobb zart gorbe vonal nem okvetleniil nagyobb szdmossdgu halmazt
abréazol, mint egy kisebb zart gorbe vonal. Ilyen értelemben semmilyen utaldst nem

végziink.

5. feladat: Egy fagyisndl kétféle fagyibdl Ilehet
vélasztani: csoki és vanilia. 11-en dllnak sorban a fagyisnal
5-en kértek csokis fagyit. Vaniliat 3-mal tobben kértek mint
csak csokist. Hanyan kértek csokis és vanilids fagyit is?

5-x

Cs

Megoldds: Jeldlje Cs illetve V azok halmazat akik csokis
illetve vanilias fagyit vasaroltak.

|CsﬁV|:x

Készitsiik el a mellékelt dbran lathaté Ven-Euler diagramot. Jeldlje
akkor [Cs—V|=5-x é [V —Cs|=8—x, ezért az (5-x)+x+8-x)=11

egyenletbdl x=2.

6. feladat: Hany darab olyan kétjegyl pozitiv egész szdm van, amely

oszthat6 5-tel, vagy 6-tal, esetleg mind a kettével?




Megoldds: Osszesen 99-9=90 kétjegyili szdm van, ebbdl kiszdmoljuk, hogy hény
5-tel és 6-tal oszthaté kétjegyll szdm van. Legyen A= {10,15,...,95} az 5-tel
oszthat6 kétjegyti szamok halmaza és B= {12,18,24,...,96} a 6-tal oszthatd kétjegyti
szamok halmaza.

Tehdt AN B = {30,60,90} a 30-cal oszthat6 kétjegyli szdmok halmaza.

Ekkor |A|=[%}—1=19—1=18, |B|:[%}—1:16—1:15 (ki kellett

venniink az 5 és a 6 egyjegyli szdmokat), tovibba AﬂB| =3. Az (1)-es szita-

formula alapjan felirhat6, hogy |AUB| = |A|+|B| —|AﬂB| =18+15-3=30

Tehat 30 kétjegyli szam oszthat6 5-tel vagy
6-tal.
7. feladat: Hany darab olyan kétjegyli pozitiv egész szdm van, amely nem
oszthatd sem 5-tel, sem 6-tal?
Megoldds: Erre a kérdésre tigy is valaszolhatunk, hogy figyelembe vessziik, hogy az
eldbbi feladat alapjan 30 szdm oszthat6 5-tel vagy 6-tal, tehat 90-30=60 nem
oszthat6 egyikkel sem. Ellenben a feladat megoldhat6é a komplementer szita-

formulaval: |S—(AUB)| =|S|—|A|—|B|+|A(WB| , ahol
|A|:[%}—1:19—1:18, |B|:[9—69}—1:16—1:15, |ANB|=3, éa

kétjegy(i szamok szdma| S| =90 . Tehdt |S —(AU B)| =90—18—15+3=60.

8. feladat: Hanyféle képpen alakithatunk ki 6 betlis szavakat az a, e, m, o,
u, y betlikkel tigy, hogy ne tartalmazzdk a me és you szavakat?
Megoldds: Legyenek S= az Osszes sz0, A= a me-t tartalmaz6 szavak, B= a you-t

tartalmazé szavak. A szitaképlet: |S —(Au B)| = |S| —|A| —|B| +|A ﬂB| . De
|S| =6!,|A| =5! (mert ,;me, a, 0, U, y” szdma 5), |B| =4! (mert ,,you, a, m, € szdma

4),|AﬂB| =3! (mert a ,,me, you, a” szdma 3). Tehdt a

vélasz: 720-120-24+6=582.

9. feladat:__ Az egyetemen 200-an tanulnak
angolt, 150-en spanyolt és 140-en franciit. 80-an angolt
és franciat, 20-an angolt és spanyolt, 10-en spanyolt és
francidt, 5-en pedig mindharom nyelvet tanuljak. Hanyan
tanulnak 0sszesen nyelvet?

Megoldds: Bentrdl kifele haladva toltjiik ki a halmazabrat.
El8szor a ,,belsé” 5- 6t frjuk be. Ezutdn a 80- 5= 75-6t, a Francia

20- 5= 15-6t, végiil a 80-5= 75-6t. Ezutan kitoltjiik a ,,legkiils6” tartomanyokat:
200- (5+15+75)= 105, 150- (5+5+15)=125, 140- (5+5+75)= 55. Ezutan Osszeadva a
tartomdnyokban levd szdmokat 385 adddik. A feladatot a szita-formuldval is
megoldhatjuk: legyenek A={angolul tudok}, S={spanyolul tudék}, F={francidul
tuddk }. Tehat:

Spanyol




AUSUF|=|Al+|S|+|F|-|AnS|-|S " F|-|F nAl+|AnS A F|=
=200+150+140—-20—-10—-80+5 =385 Tehét ennyien tanuljék

valamelyik nyelvet.

10. feladat: Egy osztdly 32 tanuléja kozil 16-an

tanulnak angolul, 13-an francidul, 13-an németiil. Az emlitett
nyelvek koziil 5-en németiil és francidul is, 7-en németiil és
angolul is, 6-an angolul és francidul is tanulnak. Négyen
mindhdrom nyelvet tanuljdk. Hinyan nem tanuljdk az emlitett
nyelvek egyikét sem?
Megoldds: Bentrdl kifele haladva toltjiik ki a halmazdbrit.
El6szor a belsé 4-est irtuk be, azutan 5-4=1, 7-4=3, 6-4=2,
majd 16-(3+4+2)= 7, 13- (1+4+2)= 6, 13- 83+4+1)= 5. Az dbran lathaté Osszes
szamok 0Osszege 28, és mivel 32- 28= 4, ezért ez a vélasz. A szita-formuldval
|S=(AUF UN)|=|S|-|A|—|F|-|N|+|ANF|+|F "\ N|+|NNA|-|[AnF nN| =

=32-16—-13-13+5+7+6—4 =4, vagyis ennyi tanul6 nem tanulja a hdrom
nyelv koziil egyiket sem.

11. feladat: Az osztilyban 38 tanulé van. R
Mindenki {izi a kovetkezd sportdgak valamelyikét: atlétika, A A

roplabda, Uszds. 19-en atletizdlnak, 21-en roplabdaznak,

12 tanul6 dszik; 7 tanulé atletizdl és roplabddzik, 6 tanuld

atletizdl és uszik, 3 tanul6 roplabdazik és tszik. Hany tanuld 'D
1zi mindhdrom sportot?

Megoldds: Legyen |AMN BN C| = x és bentrdl kifele

haladva toltjiik ki a halmazabrat, majd Osszegezziik a benne )
lathato kifejezéseket: u

(11+x)+(6+x)+(B3+x)+(7-x)+(3—-x)+(6-x)+x=38 = x=2
Szita-formuldval is dolgozhatunk. Legyenek: A={atlétizalék}, R={roplabddzok},
U={usz6k}. Tehdt felirhat6, hogy:

|AURUU|=|A|+|R|+[U|-|ANR|—-|RNU|-[U " A|+|AnRAU| .
Beirva a szdmossagokat kapjuk, hogy:

38=19+21+12-7-3-6+[ANRNU| . vagyis [ANRNU|=2 tanul6

1izi mindhdrom sportot.

12. feladat:_Egy osztily létszama 30. Az osztilyban harom nyelvet
tanulnak: angolt, oroszt és francidt, és minden didk tanulja legaldbb az egyik
nyelvet. Angolul 14-en, oroszul 15-en, francidul 25-en tanulnak. Pontosan két
nyelvet dsszesen 6 didk tanul. Hanyan tanuljdk mindhdrom nyelvet?

Megoldds: Legyen rendre Fr, An, Or a francidul, angolul, g An
illetve oroszul beszél6 tanuldk halmaza; F, A, O a csak A
francidul, csak angolul, csak oroszul besz€éld tanuldk szdma.

Az X, y, z, t szdmok jelentése a diagramrél leolvashaté. v’

A feltételek alapjdn: F+A+O+x+y+z+t =30;

Or



X+y+z=6; F+x+y+t=25 A+x+z+t=14; O+y+z+t=15 Ezért
F+A+0=30-6, F+A+O+2x6+3xt=54, ahonnan t=9. Tehit ennyien
tanuljak mindharom nyelvet.

13. feladat: Egy 29 {6s osztdlynak harom kérdést
tettek fel, mindenki igennel vagy nemmel vélaszolhatott.
A szereted-e a mateket kérdésre 22 igen, a szereted-e a
fagyit kérdésre 18 igen, a szereted a palacsintat kérdésre
18 igen érkezett. Tudva azt, hogy azok koziil akik
szeretika mateket 7-en nem szeretik a fagyit és 8-an nem
szeretik a palacsintét, valamint 12-en szeretik a fagyit és a
palacsintat, de koziiliik 2 nem szereti a mateket. Hanyan
mondtak nemet mindhdrom kérdésre?

Megoldds: Jelolje: S= az osztdly tanuldi, M= {szeretik a
mateket},
F= {szeretik a fagyit}, P= {szeretik a palacsintat}. Tehat

S| =29, |[M|=22, |F|=18, |P|=18. Vegyiik észre,
hogy:|M N F|=22-7=15, |[M nP|=22-8=14,
|F NP ﬁM| =12-2=10. A szita-formula alapjan
|S—M UF UP)| =|S|-|M|-|F || +|{M "F|+|[F "A+|{PnM|-|M "F NP
ahonnan kapjuk, hogy
|S=(AUBUC)|=29-(22+18+18)+(15+14+12)—10 =2 vagyis

ennyien mondtak nemet mindhdrom kérdésre. A feladatot a Ven-diagrammal is
megoldhatjuk, ha el8szor a 10-et irjuk be, aztdn a 14-10=4, 15-10=5, 12-10=2, majd
sorra a 22-(4+10+5)=3,

18-(2+10+5)= 1, és végiil a 18-(4+10+2)=2 értékeket. Ez Osszesen 27, igy 29-27=2 a
felelet.

FNP|=12 &

14. feladat: A matematika dolgozatban 4 feladatot
kellett megoldani.
a) Az 1. feladatot 30, a 2.-at 32, a 3.-at 34, a 4.-et 32 oldotta
meg jol.
b)Az 1.és2.-at 12,az 1. ésa3.-at 12, az 1. és a4.-et 12, a 2.
ésa3.-at 15,a2.ésa4d.-et 11, a 3. és 4.-et 10-en oldottdk meg
helyesen.
¢c) Az 1., 2., 3. feladatokat 6-on, az 1., 2., 4. feladatokat 5-en,
az 1., 3., 4. feladatokat 3-an, a 2., 3., 4. feladatokat 4-en
oldottdk meg helyesen.
d) Az 6sszes feladatot 3-an oldottdk meg hibatlanul.
e) Voltak 10-en akiknek egyetlen feladatot sem sikeriilt megoldani.
Hanyan irtak dolgozatot matematikabo1?
Megoldds: A szita formulat alkalmazzuk 4 tagra, miszerint

CJIAZ. =§|Ai|—z\Ai AA|+E[A A4 A4 N A A A A4 =

4. feladat 3. feladat

. feladat




=B0+32+34+32)-(12+12+12+15+11+10)+(6+5+3+4)-3=71.

Tehat 71+10=81 tanuld irt dolgozatot matematikabol. A feladatot Venn-Euler
diagrammal is megoldhatjuk, ha beliilr6l kifele haladva t6ltjiik ki a halmazébrét, de
hamar rajoviink, hogy ez sokkal koriilményesebb mint a harom kor esetén.

15. feladat: Egy 24-es létszdmud sportosztaly
tanuléi négy sportdgban szerepelnek: kézilabddznak,
fociznak, jégkorongoznak és kosdrlabddznak. Minden a jégk
tanulé sportol, de senki sem szerepel ketténél tobb b
sportdgban. Tudjuk, hogy 9-en nem kézilabddznak, 11-en
nem fociznak, 16-an nem jégkorongoznak, 12-en pedig
nem kosarlabddznak. Tudjuk még, hogy 10-en fociznak,
de nem kosaraznak, 11-en pedig kézilabddznak, de Ok d f
sem kosaraznak. Hényan, és milyen Osszetételben {iznek
két-két sportdgat? kos
Megoldds: A feltevésbol azt kapjuk, hogy 24 — 9 = 15-en kézilabddznak, 24 — 11 =
=13-an fociznak, 24 — 16 = 8-an jégkorongoznak, 24 — 12 = 12-en pedig
kosarlabdaznak. Mivel 15 + 13 + 8 + 12 =48, és ez az dsszes tanulok szamanak a 2-
szerese, kovetkezik, hogy mindenki pontosan két sportdgban vesz részt, mert senki
sem szerepel 2-nél tobb sportidgban. Az d&brdn l4thatd halmazok az egyes
sportdgakban szerepld tanuldkat jelolik, a betlik pedig a két-két sportdgat (izdk
szamat jelentik, a kovetkezoképpen: a — kézilabda-foci; b — kézilabda-jégkorong; ¢ —
foci-jégkorong; d — kézilabda-kosdrlabda; e — jégkorong-kosérlabda; f — foci-
kosérlabda.
a+b+d=15(1), a+c+f=13 (2), b+c+e=8 (3), d+e+ =12 1),

a+c=10 (5), a+b=11 (6). Az 1. és 6. egyenl8ségbdl azt kapjuk, hogy d = 4, a
2.és 5. alapjan f = 3, a 4. alapjan e = 5. De 12-en nem kosaraznak, tehita + b + ¢ =
=12,dea+c=10=>b=2,a=9ésc=1.

16. feladat: Ha n=2'""-3""-5" | akkor hatdrozzuk meg a (1) -net, az
n-nél kisebb és n-nel relativ prim szdmoknak a szamat.

Megoldds: Legyenek rendre A = {k € N|k <n,k: 2} ,

kézi foci

n

B={ke N|k<n,ki3}, C={ke N|k <n,ki5}. Tehit A|=E :

B|=2,c|=2,|AnB|=2 |BnC|==, |Cn A= &
3 5 6 15

n
|A NBN C| = % . A logikai szita alapjan:

@(n)=n—|AUBUC|=n—(A/+|B|+|C)+(ANB|+|BNC|+|CNA)-|[AnBNC(|=



+2+_ =n
5 6 10 15 30

A-2f-2)

Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény éltalanosithatd,

n._n_n (1111ii_ij_
2 356 10 15 30

. Z s z " 2 Q a 2%
ugyanis ha az n szam primtényezds felbontdsa n = p* p,*...p.* , akkor

-

17. feladat: (Elcserélt levelek) Hanyféleképpen helyezhetiink el 4 levelet a
megcimzett boritékokba tgy, hogy semelyik levél se a j6 cimzéshez keriiljon?

Megoldds: Legyen A, azon esetek halmaza, amelyben az i-vel jellt cimzett
(i€ {1, 2,3, 4} ) megkapja a levelet. Ekkor |A7| =31, ‘Ai N Aj‘ =21,
A NA A =11 ]A NANANA|=1.

A logikai szita alapjin

4 4

U4 :EI‘AZ.‘—Z Al.mAj‘Jrz‘AimAijk‘—‘AlmAzmAg mA4‘:

=Ci'3!—Cj-2!+Cj '1!—Cj =4!(1—L+i—ij.Akérdésreavélasz
21731 41

pedig: a, =4!—‘A1 qu uA3 uA4‘:4!(1—%+%—%+$j=9 .

Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény altalanosithaté n

BN ) 1.1 a1
boriték esetén is, amelyre a vilasz a, =n!| 1—-—+———+...+(-1)" — |.
2 3 n!

18. feladat: Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv, egynél kisebb irreducibilis
torteket,melyek azzal a tulajdonsdggal rendelkeznek, hogy a szdmldl6juk és a
nevezdjiik 6sszege 2001.

Megoldds: Azon pozitiv, egynél kisebb torteknek a szdma amelyeknek a
szamlal6juk és a nevezdjiik osszege 2001, éppen 1000. Meg kell nézniink, hogy

a
ezek koziil hany irreducibilis. Ha E egy ilyen tort, ahol a< b, a+b =2001, legyen d
egy kozos osztéja az a-nak is és a b-nek is. Akkor d|a+b=2001, ahonnan

a
de {3, 23, 29} . Legyenek rendre A, B, C azon Z torteknek a halmaza amelyek

rendre 3-mal, 23-mal, 29-cel egyszerlsithetok. A logikai szita alapjan:
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|AnBNC|=|A|+|B|+|C|-|[AnB|-|BNC|-|CnA|+|AUBUC
ahol [AUBUC|=0.

a .
Ha ;G A, akkor a=3x, b=3y és 3x+3y= 2001 vagyis x+ y= 667 és 0< x< y. Igy

megkapjuk, hogy |A| =333 Teljesen hasonl6 médon meghatdrozva a tobbi halmaz
sz4Amossagat is kapjuk, hogy |B | =43, |C | =34, és
|AnB|=14, |[BNC|=1, |CnA|=11. fey

|[ANBNC|=333+43+34-14—1-11=384. Tehdt az irreducibilis tortek

szdma 1000- 384=616.

19. feladat: Hany féle képpen tehetiink be 30 szal virdgot 15 kiilonboz6
szinll vdzaba, ha a virdgok kiilonbozdek, és minden vizédba kell jusson legaldbb egy
virag.

Megoldds: Az dsszes lehetséges kiosztdsok halmazat jeloljiik H-val, és legyen A,

azon kiosztdsok halmaza amelyeknél az i. vdza iires marad, 1<i<15. A j6
kiosztdsok halmaza tehdt H —(A UA, U..UAg). Tovibbi |H|=15",

|A,| =14 (figgetleniil az i-t8]) hiszen virdgonként 14-féle képpen donthetiink (az

i-edik védza tiresen kell maradjon), ‘Al N AJ.‘ =13 mert jelenleg két véza tiltott

30
(az i. és a j. védza). Hasonloképpen egy k-as metszetnek (15—k) eleme van
(k véza tiltott). Altaldban k-as metszetbdl Clk5 darab van, ezek elemszdma mindig

ugyanakkora. A szita-formula szerint tehat: ‘H - (A1 UA, U...UA, )‘ =

30 30
=157 =) (=D Cl-A5-k)" =D (=D C- 15—k .
k=1 k=0

20. feladat: Hany olyan n jegyli szdm van (n >3), amelyik csupan az I, 2, 3
szamjegyeket tartalmazza, de mindegyiket legaldbb egyszer?
Megoldds: a logikai szita mddszert alkalmaztuk, ahol a résztvevé halmazok a
kovetkezok:
A azokat a szdmokat tartalmazza, amelyekben az 1-es nem szerepel,
B azokat, amelyekben a 2-es nem szerepel,
C pedig azokat, amelyekben a 3-as nem szerepel.
S pedig az n jegyli szamok halmaza. A szitaformula aldbbi valtozatat hasznaljuk:

|S—(AuBUC)|=|S|-|A|-|B|-|C|+|AnB|+|BNC|+|CNA|-|[AnBNC

11



ahol | S| =3", |A|=|B|=|C|=2". |[AnB|=|BNC|=|CnA|=1¢
|AﬁB ﬁCI =0. Beirva ezeket a szdmokat kapjuk, hogy |S —(AUBUC)| =33248

21. feladat: Egy ismer6siinknek el akarunk kiildeni 8 kiilonb6z6 fényképet.
Hanyféleképpen tehetjilk ezt meg, ha pontosan 5 kiilonbozd boritékot akarunk
felhaszndlni?

Megoldds: Jeloljék az A, halmaz azokat a (nekiink nem megfeleld) eseteket amikor
az i-edik boriték nem keriil felhasznéldsra, 1 <i<5. A logikai szitat alkalmazzuk 5

halmaz esetén. Az egyes halmazok szdmossidgit és a lehetdségek szdmat a
kovetkezd tablazatban foglaljuk ossze:

Legfeljebb ennyi boriték Esetek szama A boritékok hanyféleképpen vélaszthatdk ki
3 58 C:
4 4* C:
3 38 C:
2 A C;
! 1® C!

Igy a szita-formula szerint a keresett érték:
C;-5°-Ci-4°+C] -3 -C;-2° +C.-1° =126000
22. feladat: Hanyféle képpen iiltethetiink le egy sorba 3 angolt, 3 franciat

és 3 torokot ugy, hogy hdrom azonos nemzetiségii ne iiljon egymas mellé?
Megoldds: A logikai szita formulat alkalmazzuk hdrom halmaz esetén:

Osszes iiltetési lehetéségek: 9!. Ha (legaldbb) egy nép blokkban il : C31 -7%+3! ,ha
(legaldbb) két nép blokkban iil : C32 -5+313! | ha mind a 3 csapat blokkban iil :
3 z

C33131313] gy az
|S—(AUBUC)|=|S|-|A-|B|-|C|+|AnB|+|BNC|+|C NA-|AnBNC
szitaképlet alapjdn a kért érték: 9!— C31 STV34 C; 513131 C333 1313131

23. feladat: 4 hazaspar hogyan helyezhetd el egy kerek asztal koriil dgy,
hogy hazastarsak nem keriilnek egymads mellé.
Megoldds: A logikai szita-formuldt alkalmazzuk négy halmaz esetén. Az A ,
1<i <4 halmazba azok a (szdmunkra nem kedvezd) esetek keriilnek, amelyekben

az i-edik férj és feleség egymds mellett lilnek. Az Osszes eset szdma 7!. Ha egy
hazaspar egymas mellett iil (a tobbi lehet, hogy egymads mellett iil, lehet, hogy nem),

akkor az egymds mellett iil6 par C i -féle képpen vélaszthato ki, a par és a tobbi 6

ember a kerek asztal koriil 6!-féle képpen lilhet le, és a par egymdashoz képest 2-féle
képpen helyezkedhet el, tehat ezeknek az eseteknek
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a szdma Ci 612 A t6bbi eset hasonlé médon szdmolhaté ki. Az sszes eset
szdma tehat:
7-C,-6L2+C;-5:2°~C;-412° +C; 312

Kakukktojdsnak tlinik, de ugyancsak ide tartozik a kovetkezd, specidlis
halmazédbrival megoldhaté6 feladat:

24. feladat: Egy repiil6gép utasairdl a kovetkezoket tudjuk: 9 fid, 5 magyar
gyermek, 9 felndtt férfi, 7 kiilfoldi fid, 14 magyar, 6 magyar férfi (beleértve a
magyar fitkat is) és 7 kiilfoldi ledny. Hany utas volt a repiildgépen?

Megoldds:.
felndttek  gyermekek

kiilfsldiek

nok

férfiak

5 7

A feladat megolddsa céljabél a mellékelt halmazabrat haszndljuk.
Leghamarabb a 7 kiilfoldi ledny és a 7 kiilfoldi fid irhat6 be a halmazabra megfeleld
tartomdnydba. Ezutdn a 9 fiu alapjan a 2-es irhat6 be, az 5 magyar gyerek alapjdn a
3-as {rhaté be, ugyanakkor a 6 magyar férfi alapjan a 4-est irjuk be, majd a 14
magyar alapjdn a bels6 5-6s irhat6 be. A 9 feln6tt alapjdn a kiilsd 5-0s is beirhato.
Tehat 6sszesen 2 X7 +2 X5 +4 +2+3 =33 utasa volt a repiil6gépnek.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy még sok mds egyszeriibb vagy nehezebb feladat
megoldhaté a bemutatott médszerekkel.

13



