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Ezt az elvet kiilonb6z6 orszdgokban kiilonbozoképpen

nevezik. Példaul Franciaorszdgban dgy ismerik, mint a
Anglidban mint a

mig Bulgdridban és Oroszorszdgban mint

Az elv a nagy német matematikussal, Gustav Lejeune-
Dirichlet-vel (1805 - 1859) dll kapcsolatban, bar mar
elétte is jol ismerték az elvet. Dirichlet érdeme nem
az elébbi egyszer( tény felfedezése volt, hanem az
alkalmazdsa szamos érdekes probléma megoldasdban a
szamelmélet terén.



Ha van 9 doboz és 10 tdrgy, akkor biztosan van LEGALABB
1 doboz, amelyikben 2 targy van!

A ,legrosszabb” eset, ha mind a 9-ben van 1-1 tdrgy, akkor a 10. biztos
mar egyik mellé kertdil, ott 2 lesz.



A skatulya elv (1. vdltozat)

Ha van /7 doboz és /+7 targy,
akkor biztosan lesz legalabb

amelyikben targy lesz.



Ha van 6 doboz és 13 tdrgy, akkor biztosan van LEGALARB 1
doboz, amelyikben 3 targy van!

.Legrosszabb esetben” minden dobozba jut marad ! targy

Elész6r minden dobozba tegyiink 1-1 golydt, aztdn a 2. golydkat egyesével



A skatulya elv (2. vdltozat)

Ha van /7 doboz és targy,
akkor biztosan lesz legalabb :
amelyikben tdrgy lesz.

Masképpen: Ha m targyat osztunk szét n csoportba, és m > nk, ahol k egy
természetes szam, akkor legalabb & + 1 targy fog keriilni az egyik csoportba.




1. példa: Egy iskoldba 367 didk jar. Bizonyitsuk be,
hogy van legalabb 2 didk, akik ugyanazon a napon
tnneplik a sziiletésnapjukat.

: az év 366 napja
: @ 367=366+1 diak

Tehat létezik legalabb 2 diak aki ugyanabban a hdnapban sziiletett
(1. valtozat)



2. példa: Egy iskoldba 735 didk jar. Bizonyitsuk be,
hogy van legalabb 3 didk, akik ugyanazon a napon
tnneplik a sziiletésnapjukat.

: az év 366 napja
: @ 735=366x%2+3 diak

Tehat létezik legalabb diak aki ugyanabban a honapban sziiletett
(2. valtozat)



3. példa: Legkevesebb hany tanuldja kell legyen
egy iskoldnak, hogy biztosan |étezzen 5 tanuld, aki
ugyanazon a napon sziletett?

Skatulydk: az év 366 napja

Targyak: ??? tanulo

Mivel 366x4= 1464, ezért legkevesebb 1464+1=1465 tanuld kell legyen



Bizonyitsuk be, hogy barmely 3 egész szdm kozott
van 2, amelynek az 6sszege paros.

Paros Paratlan

Mivel 2 skatulya van és 3 szdm, ezért valamelyik
skatulydban 2 szam kertdil, és ezeknek az 6sszege
pdros lesz.



Bizonyitsuk be, hogy barmely 5 egész szam kozott
van 3, amelynek az 0sszege oszthaté 3-mal.

3k 3k+1 3k+2

Most 3 skatulydnk van és 5 szamunk.

Ha mindegyik skatulydban van 1-1 szam, akkor ennek
a 3-nak az 0sszege oszthato 3-mal.

Ha nincs mind a 3 skatulydbdl, akkor az 5 szam
koziil legaldbb 3 ugyanabba a skatulyaban van, tehadt
ennek a haromnak az osszege oszthatd 3-mal.



Adott 5 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy a
szamok kozti kiilonbségek koziil legaldbb egy
oszthato 4-gyel

A lehetséges maradékok 4-gyel valé osztds esetén O, 1, 2 és 3.
Tekintsiink 4 fiokot, hozzdrendelve egy-egy osztdsi maradékhoz.

A skatulya-elvbél kovetkezik, hogy legaldbb 2 szdm ugyanabba a
fidkba fog kertdilni.

Mivel ezek 4-gyel vald osztdsi maradéka megegyezik, a kiilonbségiik
oszthaté lesz 4-gyel és igy kész is a megoldas.



Adott 4 természetes szdm. Bizonyitsuk be, hogy
koziiliik legaldbb kettd azonos maradékot ad 3-mal
osztval

A lehetséges maradékok 3-mal t6rténé osztds esetén O, 1 és 2.
Tekintsiink 3 fiokot, amik hozzd vannak rendelve a kiil6nbozé
maradékokhoz. Tegyiik a 4 természetes szdmot a fiékokba a
maradékaik szerint. Tgy a megoldds kovetkezik a skatulya-elv alapjdn.

Altaldban: Ha n egy természetes szam, akkor tetszéleges n + 1
termeészetes szam kozll kivalaszthato ketto ugy, hogy a kilonbségiik
oszthato legyen n-nel.



Egy osztalyban 25 didk tanul. Bizonyitsuk be, hogy
koziilik legaldbb 3 ugyanabban a honapban sziiletett!

Tekintsiink 12 fiokot, azaz annyit, amennyi honap
van egy évben.

Tegyiik a diakokat a sziiletési honapok szerint a
fiokokba! Aztdn, mivel 25 > 12 - 2, a skatulya-elvbél
kovetkezik, hogy az egyik fiokban legaldbb 2 +1 = 3
diak van (ebben az esetben n =12 és k = 2).



Egy dobozban 10 golyé van, , 20 kék, 12
sdrga, 10 fehér, 10 fekete. Legkevesebb hany golyot kell
kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen kozottik 10 egyszin(?

Nézziik a legkedvezétlenebb esetet vagyis azt, amikor mindegyikbdl
éppen 9 lesz, az még nem felel meg:

20 12 10 10

Tl e

9 9 9 9 9 9

Tehat a skatulya elv alapjan: 6x9+1= 55 golyét kell kivenniink!
A skatulydk eziittal a SZINEK, és a tdrgyak a GOLYOK!



Egy dobozban 10 golyé van, , 20 kék, 12
sdrga, 10 fehér, 10 fekete. Legkevesebb hany golyot kell
kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen kozottik 15 egyszin(?

Nézziik a legkedvezétlenebb esetet vagyis azt, amikor mindegyikbél
éppen 14 lesz, de ez a sdrga, fehér, fekete szinek esetén nem
lehet, ott csak a maximumot vehet juk.

20 12 10 10

i Al B G

14 14 14 12 10 10

Tehdt a skatulya elv alapjan: 3x14+12+2x10+1= 75 golyot kell kivenniink!
A skatulydk ezdttal a SZINEK, és a tdrgyak a GOLYOK!



Mutassuk meg, hogy 5 darab 10-nél nagyobb primszdm
kozil mindig kivdlaszthato 2, amelyek kiilonbsége
oszthato 10-zel.

A primszdmok végzddései: 1, 3, 7, vagy 9

Mivel csak 4-féle végzddés és 5 primszdam van,
ezért létezik 2 amelyik ugyanarra a szamjegyre
végzddik, tehat a kiilonbséglik oszthaté 10-zel



Mutassuk meg, hogy 7 darab négyzetszam koziil mindig
kivdlaszthato 2, amelyek kiilonbsége oszthato 10-zel.

A négyzetszdmok végzédései: O, 1,4, 5, 6 vagy 9

Mivel csak 6-féle végzddés és 7 négyzetszamunk
van, ezért létezik 2 amelyik ugyanarra a szamjegyre
végzodik, tehat a kiilonbségiik oszthato 10-zel



Két villanyoszlop tavolsaga 50 m. A kozottik kifeszitett
vezetékre 26 fecske szdll. Mutassuk ki, hogy mindig van
legaldbb két fecske, melyeknek egymdstél valo tdvolsaga
nem nagyobb 2 m-nél.

Osszuk fel az oszlopok kozotti huzalt 2 m-es szakaszokra,
ezek lesznek a skatulydk (25 skatulya van).

Mivel 26 fecske szdll a vezetékre, lesz olyan skatulya
(2 m-es vezetékdarab), amelyre két fecske jut, és igy a
kozottik levé tavolsag nem nagyobb 2 m-nél.



50 pont van bejelolve egy 7 cm oldalhosszisagd
négyzeten. Bizonyitsuk be, hogy a pontok koziil
legaldbb 2 lefedhetd egy 1 cm oldalhosszisdgu

négyzettell

Osszuk fel az eredeti négyzetet

49 darab 1 cm oldalhosszisdgu

négyzetre! i

A skatulya-elv alapjan legaldbb 2

pont, az egyik 1 cm

oldalhosszisdgu négyzetbe fog

esni.

Igy egy 1 oldalii négyzet lefedi a két pontot.



Az egység oldald négyzetben adott 51 pont. Igazoljuk,
hogy van kozottiik 3 olyan, amelyek egy 1/7 sugard
korben vannak.

Osszuk fel a négyzetet 5xb= 25 egybevagé
kis négyzetre. Mivel 51=25x2+1 ezért a
skatulya elv alapjan létezik 3 olyan pont
amelyik ugyanabba a klsnegyzeTbe eS|k
amelynek az oldala 1/5 és az dtléja : L

Ha <2 <2/7, akkor a négyzet lefedhetd egy 1/7 sugard kérrel.
De .2 <2/7 ekvivalens azzal, hogy 49x2< 100



Egy szabdlyos hdromszog alakd céltabla oldala 1m. A
céltablat 10 lévés érte. Igazoljuk, hogy van 2 olyan
taldlat, amelyek 34 cm-nél kozelebb vannak egymashoz.

Osszuk fel a haromszog oldalait 3-3
egyenlé részre, és parhuzamosokkal kassiik
0ssze ezeket a pontokat. Igy az eredeti
szabdlyos haromszoget 9 kongruens

/\ /\ / szabdlyos hdromszégre osztottuk
amelyeknek az oldalhossza 33 1/3 cm.

Mivel 10 taldlat van és csak 9 ,skatulya” ezért létezik
olyan kishdromszog, amelybe 2 taldlat keriilt, és ezek
legtdvolabb egymdstdl 33 1/3 cm-re keriilhetnek, tehdt
a tavolsaguk kisebb mint 34 cm.




Egy téglalap méretei 6 és 9 egység. Ha a téglalapot
felbontjuk 10 darab egész oldalhosszisdgd
téglalapra, akkor igazoljuk, hogy ezek kozott van 2
egyenlo terdletd!

Feltételezziik az ellenkezgjét vagyis, hogy
a 10 darab téglalap mind kiilonbozé
terilet( (egész szdm). Ekkor ezek az
osszterilete nagyobb mint :

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55

De a nagytéglalap teriilete 6x9=54< 55, ezért ellentmonddshoz jutottunk.



Helyezziik el az 1-16] 9-ig a szdmjegyeket tetszdleges
sorrendben egy kor mentén. Bizonyitsuk be, hogy
bdrmely sorrend esetén lesz a kor mentén harom
egymdst kovetd szam, amelyek 6sszege nagyobb, vagy
egyenlo 15-tel.

Feltételezziik az ellenkezdjét vagyis, hogy
bdrmely egymdst koveté 3 szam Gsszege < 14-nél.

Tehdt mind a 3 egymdsutadni 3-as csoport < 14,
ezért az osszegik KISEBB mint 3x14=42 2

De most irjuk fel a 3 darab EGYMAS UTANI 3-
as csoport 6sszegét, ez éppen:
1+2+3+4+5+6+7+8+9= 45

Mivel 42 < 45, ezért ellentmonddshoz jutottunk,
hiszen ugyanarrdl az 6sszegrél van szo.



Hat osztdlytdrs részt vesz a "talaljuk el a célt”
versenyben. Mutassuk meg, hogy koziilik legalabb
kettdonek azonos szamu talalata van, ha a talalatok
szama 6sszesen 14.

Az 6sszes olyan didkot, akinek O taldlata van, egy 0-ds cimkéj
fiokba tessziik, az 6sszes olyan didkot, akinek 1 taldlata van, egy
1-es cimkéjl fidkba tessziik és igy tovdbb, minden didkot,
akinek 14 taldlata van, egy 14-es cimkéj( fidkba tesziink.

Ha minden didk kilonbozo fiokba esik, akkor az 6sszes taldlatok
szdama nem kevesebb, mint0+1+2+ 3 +4 +5 =15,

Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy a taldlatok szama 14.

Kovetkezésképpen legaldbb két osztalytdrsnak azonos szamu
taldlata kell legyen.



A skatulya elv indirekt formdja

Amikor nem sikeriil bizonyitani direkt modon, hogy valamelyik
skatulydban legaldbb 1-gyel tobb targy lesz mint a t6bbibe, akkor
tagadjuk a konkldziét, és akkor a feltevéssel ellentmonddsra jutunk,

ami abbdl adédik, hogy nem fogadtuk el a konklidziét
(hogy egyik skatulydba legaldbb 2 tdrgy van),

tehat az dllitds igaz kell legyen, miszerint egyik skatulydba legaldbb
1-gyel t6bb tdrgy van.



Igazoljuk, hogy egy 6 tagu tarsasagban létezik 3 személy
amelyek bardtok, vagy 3 akik idegenek! (A baratsdgi
viszony kalcsonos, akdrcsak az idegen viszony).

Jeldljik a 6 személyt a 6 karikdval,

, kék éllel az idegen viszonyt.
Azt kell igazolnunk, hogy létezik
egyszin(i hdromszog. Tekintsiik a P1
ismeretségét a tobbi b személlyel. A
skatulyaelv alapjan 3 személy
vagy idegen mindhdrom. Az dltaldnossdg
csorbitdsa nélkil feltehetd, P2, P3, P4 a
P1-hez kapcsoldédik.

Figyeljik most a nyilakat a P2, P3 és P4 kozott. Ha valamelyik lenne,
akkor kész. De ha egyik sem lehet piros, akkor mindharom kek, igy is kész ©



Az egység sugaru kor keriletén elhelyeztiink 5 pontot.
Igazoljuk, hogy van kozottiik 2, amelyek tdvolsaga nem
nagyobb /2 -nél.

Osszuk a kor keriiletét 4 egyenlo ﬁ

részre. fgy 4 korivink lesz, és 5 V2 \
pont, ezért a skatulya elv alapjan &/
|étezik 2 pont amelyik ugyanarra
a negyed korivre jut, De ekkor a
tdvolsdguk nem nagyobb mint v2




Az egység sugaru kor keriletén elhelyeztiink 4 pontot.
Igazoljuk, hogy van kozottiik 2, amelyek tdvolsaga nem
nagyobb /2 -nél.

Rogzitsiik a kor keriiletén az J2
egyik pontot, és igy osszuk a kor
keriiletét 4 egyenlé részre. Igy
4 korivink lesz, és még 3 pont.

Amennyiben valamelyik pont az 1.
vagy 4. korivre jutndnak, a
feladat megoldott.

De ha egy sem jut ezekbe, akkor van 3 pontunk és 2
mdsik koriv. Ezért a skatulya elv alapjan valamelyikre 2
pont kerdil, és ekkor megint megoldottuk a feladatot.



Tekintsiink a gomb feliiletén 5 pontot. Igazoljuk, hogy
|étezik olyan félgomb - a hatdrold feliileteket is
beleértve - amelyik tartalmaz az 5 pont koziil 4 pontot!

Rajzoljunk meg egy olyan ..nagykort” amelyik

atmegy az 5 pont koziil .Eza
PS nagykar egy FELSO és egy ALSO félgombot
O hataroz meg. A skatulyaelv alapjdn, a tobbi
o 3 pont koziil biztosan 2 vagy a felsd, vagy az
alsé félgombon van. Legyen pl. a felsén.
o

Ekkor a felsé félgombaon (a hatarfelileteket
is beleértve), éppen lesz.



Rajzoljunk meg a sikban 4 kiilonbozé egyenest, ezek a
sikot diszjunkt tartomanyokra osztjdk. Igazoljuk, hogy
bdrhogyan vesziink fel 12 pontot az egyeneseken Kiviil,
mindig lesz 2 olyan pont, amely ugyanabban a
siktartomanyban vannak.

A legtobb siktartomdnyt akkor kapjuk, ha
az egyenesek teljesen altaldnos viszonyuak.
Egy ilyen helyzet a mellékelt dbran lathato.

Ezek a sikot a legtébb, 11 diszjunkt
tartomanyra osztjak. Mivel 12 pontunk van,
ezért valamelyik fartomanyban van 2 pont.




Tekintsink az egységnyi oldald szabdlyos
hdromszogben 37 pontot. Igazoljuk, hogy van
kozottik 2 amelynek a tdvolsdga kisebb mint 1/6.

Osszuk fel a har‘omszog minden oldalat
6-6 egyenlé részre. Igy a hdromszoget
osszesen 36 darab 1/6 oldald
szabdlyos hdromszogre osztottuk. A
skatulya elv szerint, mivel 37 pontunk
van, ezért egyik kis hdromszogbe
biztosan van legaldbb 2 pont, amelyek
legtdvolabb egymdstdl, egy oldal
mentén lesznek, ami 1/6.




Hatarozzuk meg a kirdlyok szamadnak lehetséges
leghagyobb szamat egy kozonséges sakktablan dgy,
hogy egyik sem it egyetlen masik kirdlyt sem.

X]IX] IX] IX]
HEEEEEN
X] X IX] X
HEEEEEEE

X IX] XX
HEEEENNE
X IX] XX
HEEEENNE

Minden kirdly legaldbb 4 mezdt ural.
A kirdly dltal uralt mezék szama
akkor pontosan 4, ha a kirdly a
sakktdbla négy csdcsdnak
valamelyikén helyezkedik el
(ellenkezé esetben a kirdly tobb
mint 4 mez6t ural). Bontsuk fel a
tablat 16 darab 2 x 2-es négyzetre.
Kovetkezik, hogy nem lehetséges,
16-ndl t6bb kirdlyt elhelyezni a
feladat feltételei szerint mivel 2
kirdly nem lehet egy és ugyanazon a
2 x 2-es négyzeten. Egy példaa 16
kirdly elhelyezésére:



Adottak az 1, 2, 3, ..., 8, 9 szamok. Kivalasztunk
kozulik 5-0t. Igazoljuk, hogy ezek kozott mindig van
2, amelyek relativ primek!

Ha az 1 is a kivdlasztott, akkor az mindegyikkel relativ prim,
tehdt a feladatot megoldottuk.

Feltételezziik, hogy az 1-et nem vdlasztottuk ki. Ekkor képezziik
a kévetkezd 4 skatulydt:

2,3 4,5 6, 7 8,9

Ekkor a skatulyaelv alapjan, a kivdlasztott 5 szam kozil biztosan lesz 2
amelyik ugyanabba a skatulydba keriil, vagyis éppen relativ primek.



Adottak az 1, 4,7, .., 97, 100 szamok. Kivalasztunk
kozilik 19-et. Igazoljuk, hogy ezek kozott mindig
van 2, amelyek dsszege 104!

Az elébbi sorozatnak (100-1):3= 33 tagja van.

Ekkor képezziik a kovetkezd 17 skatulyadt:

4,100 7,97 10, 94 .. |51, 53 52

Ekkor a skatulyaelv alapjdn, a kivdlasztott 19 szdm koziil biztosan lesz
2 amelyik ugyanabba a skatulydba keriil, vagyis az 6sszegiik éppen 104,



Mutasd meg, hogy 7 egész szam kozott mindig van 2,
amelyeknek az 6sszege vagy a kiilonbsége oszthato 11-gyel.

A 11-gyel vald osztdsi maradékokat csoportositsuk igy:

1, 10 2,9 3,8 4,7 56 0

Ezért a 7 szam kozil 6 csoport valamelyikébe 2 kertdil.

Ha ennek a két szamnak ugyanaz a végzdédése akkor
kilonbségiik oszthaté 11-gyel, ha nem, akkor az 6sszegiik
oszthato 11-gyel.



Az 1,62, 3, .., 20 szdmok koziil kivalasztunk 11-et. Mutassuk
ki, hogy a kivalasztott szamok kozott mindig van 2, amely
koziil egyik a masiknak az osztdjal

Az 1,2, 3, .., 20 szdmokat besorol juk 10 csoportba
amelyekre igaz, hogy ha valamelyik csoportbdl vesziink 2
szamot, akkor az egyik a masiknak az osztdja:

{]'I 2[ 4[ 8/ 16}[ {3I 6[ 121}[ {51 10[ 20}[ {71 14}[ {91 18}[
111}, {13}, {15}, {17}, {19}

Mivel 11 szamunk és 10 osztdlyunk van, ezért |étezik 2 a kért tulajdonsdggal.



Adott egy 3x3-as, 9 egység-négyzetbdl allé négyzet.
Minden egység-négyzetbe a kovetkezé szamok egyikét
irjuk: -1, 0, vagy 1.

Bizonyitsuk be, hogy a sorok, oszlopok és atlok
0sszegei kozott van két egyenld!

A sorok szama 3, az oszlopok szdma szintén 3, és az atlok szama 2.

Igy 0sszesen 8 6sszeglink van. Mdsrészrél a -1, 0, 1 szdmokbdl
képezhetd lehetséges 6sszegek szama 7.

A lehetséges osszegek: -3, -2, -1, 0, 1, 2 vagy 3. Tekintsiink 7, egy-
egy lehetséges 6sszegnek megfelel fiokot!

A skatulya-elvbél kovetkezik, hogy a sorok, oszlopok és atlok
osszesen 8 6sszegei koziil legaldbb 2 egyenld.



Adott egy 100x100-as, négyzet. Ennek minden
mezdjébe beirjuk az 1, 2, 3 szamok valamelyikét.
Bizonyitsuk be, hogy a sorok, oszlopok és atldk
0sszegei kozott van két egyenld!

A sorok szdma 100, az oszlopok szdma szintén 100, és az atlék
szama 2. Igy 6sszesen 202 6sszegiink van.

Mdsrészrél az 1, 2, 3 szamokbdl képezhetd lehetséges 6sszegek
legkisebb értéke 100 (100x1) és a legnagyobb pedig 300 (100x3).

A 100 és 300 kozott pontosan 300-100+1=201 szam van

A skatulyaelv alapjan 202> 201, ezért Iétezik két egyforma osszeg.



Egy egységnyi éli kocka minden csidcsat Vele)
kékkel vagy szinezziik ki. Bizonyitsuk be, hogy van
2 olyan egyszin( pont, amelyek tavolsdga nagyobb mint 1,4

egység.

g ¢ Mivel 8 cslcs van és 3 szin, ezért a
y skatulyaelv alapjan, mivel 8=3x2+2, |étezik

egyforma szin( csdcs, legyen

Igy a felsé vagy alsé sik valamelyikébe
Jut.

/ / De ekkor a kozott biztosan van
@,

amelyik egy négyzetadtlonyi tdvolsagra bvan
egymdstol, és ez > 1,4 -nél.




Igazoljuk, hogy barmely a, b, ¢, degész szam esetén az

E = abcd(a* —b*)a® —c*)a® — d*)b* — *)b* —d*)c* — d?)

oszthato 7-tell

Egy x egész szamnak a 7-tel valé osztasi maradékai
a{0,1,6 2, 3,4,5, 6} halmaz elemei.

Az xx-nek a 7-tel valé osztasi maradékai a {0, 1, 2, 3, 4} halmaz
elemei.

Ha az a, b, ¢, dszamok valamelyike oszthaté 7-tel, akkor nyilvan
E is oszthato 7-tel. Mdas esetekben aa,bb,cc,dd az {1, 2, 4}
halmaz elemei

fgy a skatulyaelv alapjan aa,bb,cc,dd szamok koziil biztosan
|étezik 2, amely ugyanazzal a szdmmal egyenlé, vagyis
kiilonbségiik nulla.



Legyenekaz a,b,c,d, e, fésgazl,2,3,4,5,6,7
szamok permutacioi.

Igazoljuk, hogy az

paros szam!

Feltételezziik az ellenkezd jét: vagyis, hogy a szorzat
paratlan, igy mindegyik szorzétényezéje paratlan.

Tehat a-1, ¢c-3, e-b, g-7 mind padratlanok, ezért q, c,
e, g is mind pdrosok lesznek,de 1,2, 3,4,5,6,7
koz6tt a parosok csak 2, 4, 6 ami absurdum.




Egy szabdlyos hiszszog csidcsai mind kékre vagy vannak
festve. A cstcsok szdma 9, a kék csdcsok szdma 11. Bizonyitsuk
be, hogy legaldbb 2 kék csics dtlosan ellentétesen helyezkedik el!

A fiokok most a szabdlyos hlszszog kériilirt korének a cstdcsokat
tartalmazé atméréi lesznek.

Minden atmérd két ellentétes csdcsot kot 6ssze. Minden fidk
korlatolt - mindegyikiik legfeljebb 2 pontot tartalmaz, amik az
atmérék végei. Szamuk 10.

Tekintsiik most azokat a fiokokat, amelyekben legaldbb egy piros
csucs van. Szamuk maximum 9.

Mivel 6sszesen 10 fiok van, ezért |étezik egy fidk, amiben
nincsen piros csucs.

Ennek az atmérdnek a végpont jai kékek, és ezzel be is fejeztiik a
bizonyitdst.



Adott 17 pont a sikon Ugy, hogy semelyik hdrom sem esik koziiliik egy
egyenesre. Azok a szakaszok, amelyek ezeket a pontokat kotik 6ssze,
kek, , vagy szin(iek. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
hdromszog, amelynek csdcsai a megadott pontok koziil keriilnek ki, és a
hdromszog egyszini.

Vdlasszuk ki az egyik pontot és jeloljiik el A-vall Most tekintsiik a 16
szakaszt, ami A-bdl indull A skatulya-elvbél kévetkezik, hogy koziilik
legaldbb 6 azonos szind, példaul kék (ha legfeljebb 5 azonos szin
szakasz van koztik, akkor 6sszesen legfeljebb 3 x 5 = 15 szakaszunk
lenne, ami ellentmond a 16-nak). Tovabba tekintsiik a 6, A-tol kiilonb6zd
végét a 6 szakasznak! Ha az 6ket 6sszekot6 szakaszok egyikeke,
példaul a B és C pontok kozott, akkor az ABC hdaromszog kék és készen
vagyunk. Tekintsiik azt az esetet, mikor a 6 pontot 6sszekotd minden
szakasz vagy . Ez a feltétel mar az el6z6 feladathoz vezet
vissza és igy kovetkezik beldle egy egyszinli haromszog létezése.



Egy osztdlyteremben 15 asztal van és minden
asztal mellett két szék. 22 didk van jelen a
matematika oran. Bizonyitsuk be, hogy legalabb 7
asztalndl parosan llnek a didkok!

Most az asztalok a fidkok, amik korlatozottak, mivel
legfeljebb kettd didk llhet egy asztalndl.

Ha minden asztalndl csak egy didk foglal helyet, akkor a
visszamarado 7 diaknak (22 - 15 = 7) 7 asztalhoz kell iilnie,
igy 7 asztalndl fognak parosan ilni



193 szlnyog il egy téglalap alakd, 3 m x 2 m kiterjedésii
fiives teriileten. Meg lehet-e 6ini egyszerre legaldbb 3
szunyogot egy 25 cm x 25 cm-es lapdttal?

A vadlasz igen. Elegendé a teriiletet 96 darab 25 cm x 25
cm-es négyzetre osztani.

A skatulya-elv alapjdn az egyik ilyen négyzeten legalabb
3 szldnyog fog iilni.

Ezutdn mdr csak pontosan el kell eltaldlni azt a négyzetet.



40 didk versenyzik 6 feladat megolddsan egy kétnapos
matematikai olimpian. Bizonyitsuk be, hogy koziilik
legalabb hat ugyanannyi feladatot oldott meg!

Tekintsiink 7 fiokot!

Tegyiik az elsébe azokat a didkokat, akik egy feladatot sem
oldottak meg, tegyiik a mdsodikba azokat, akik 1 feladatot
oldottak meg, tegyiik a harmadikba azokat, akik 2 feladatot
oldottak meg, és igy tovdbb, tegyiik a hetedikbe azokat, akik 6
feladatot oldottak meg!

Eszerint 40 > 7-5 = 35 ésebbdl a skatulya-elv szerint kovetkezik,
hogy lesz olyan fiok, amibe 6 didk kertdil.



Adott egy b x 5-0s négyzet, ami 25 egységnégyzetre
van osztva. Tetszéleges mddon 26 pont van bejeldlve
a négyzeten. Mutassuk meg, hogy legaldbb két pont
azonos egységnégyzetre fog esni

Ebben a feladatban az egységnégyzetek szolgdlnak
fiokokként.

Ha minden fidkban legfeljebb egy pont van, akkor

osszesen legfeljebb
1 x 25 = 25 pont van. De a pontok szdma 26 és 26 > 25.

Igy a skatulya-elvbél kévetkezik, hogy egy négyzetbe
legaldbb 2 pont keriil



101 pont van elhelyezve egy 10 cm oldalhosszisdgd
négyzeten. Bizonyitsuk be, hogy van két olyan pont,
amelyek tavolsaga kevesebb, mint 2 cm!

Kihasznalhat juk, hogy a négyzet egymastél legtavolabb Iévé pontjai
az atfogok végei.

Osszuk fel a megadott négyzetet 100 kisebb, 1 cm oldalhosszisdgu
négyzetre.

Igy most a 100 kisebb négyzet lesz a 100 fidk, és igy a skatulya-
elvbdl kovetkezik, hogy legaldbb két pont egy kis négyzetbe fog esni.

Tekintsiink két ilyen pontot. A kozottiik levé tdvolsdg kisebb mint a
négyzet datloja, az-az 1,418..< 2



Adott 7 pont egy 16 egység-négyzetbdl allé négyzeten. Bizonyitsuk be,
hogy vagy van olyan 4 egység-négyzetbdl allé négyzet, ami 3 pontot
tartalmaz legaldbb, vagy van olyan 3, 6sszesen 12 egység-négyzetbdl
allé négyzet, igy hogy mindegyik 4 egység-négyzetbdl dll és mindegyik
legaldbb 2 pontot tartalmaz.

Osszuk fel az eredeti négyzetet 4 darab 2x2-es négyzetrel Ez a 4
négyzet fog most fidkként szolgdlni. A skatulya-elv szerint legaldbb az
egyikik nem kevesebb, mint 2 pontot tartalmaz. Ha t6bb mint 2 pontot
tartalmaz, akkor készen vagyunk. Legyen a pontok szdma pontosan 2! A
visszamarado 5 pont a mdsik 3 darab 2x2-es négyzetben helyezkedik el. A
skatulya-elv szerint megint legaldbb az egyikiik nem kevesebb, mint 2
pontot tartalmaz. Ha t6bb mint 2 pontot tartalmaz, akkor készen
vagyunk. Ellenkezé esetben a pontok szdma pontosan 2. Igy 2 darab
2x2-es négyzetiink van, és mindegyik 2 pontot tartalmaz. A visszamarado
3 pont a maradék 2 darab 2x2- -es négyzetben helyezkedik el. Hasznadljuk a
skatulya-elvet harmadszorra is! Tgy kavetkezik, hogy a negyze’rek egyike
nem kevesebb, mint 2 pontot tartalmaz. Ha a pontok szdma 3, készen
vagyunk. Ha a pon‘rok szdma 2, akkor megkaptuk a harmadik 2x2-es
négyzetet is, ami 2 pontot tartalmaz.



Legyen a, b és ¢ harom egész szam! Bizonyitsuk be,
hogy az szorzat oszthatd 6-tall

A szorzat utolsé hdrom tényezdje a hdrom szambdl minden lehetséges
médon kivdlaszthatd parok kiilonbsége.

A hdrom egész szdm koziil legaldbb kett6 azonos paritdsd, ezért a
kiilonbségek egyike biztosan paros, azaz a szorzat oszthato 2-vel.

Tovdbbad, ha legaldbb az egyik egész szam oszthaté 3-mal, a szorzat is
oszthatd 3-mal, ellenkezé esetben (ha egyik szdm sem oszthaté hdrommal)
lesz két olyan szam, amelyek 3-mal osztva azonos

(1-es vagy 2-es) maradékot adnak, és igy a kiilonbségiik lesz oszthatd 3-mal.



Legyenek az a, b, c és d szamok egész szamok.
Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 szorzat:
oszthato 12-vel.

A fentebb felirt szorzat 6 tényezéje a 4 egész szambdl minden
lehetséges modon képezett parokbdl dll.

A skatulya-elv értelmében a negy szdm koziil legaldbb kettdnek
megegyezik a 3-mal valé osztdsi maradékaik. Igy a kiilsnbségiik 3
tobbszorose.

Ezutan vagy legaldbb 3 szdm azonos paritdsd, és ebben az
esetben 3 kiilonbség pdros, vagy a 4 szdm olyan, hogy koziilik
kett6 pdros és kettd pdratlan.



Hét ember egyszerre vdsarol egy boltban. Bizonyitsuk
be, hogy koziilik legaldbb kettének azonos szamu
ismerdsik van tobbiek kozdl!

Minden embernek O, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 ismerdse van a tobbiek koziil a
boltban. De ha van egy ember 0 ismerdssel, azaz senkit sem ismer a boltban,
akkor a reflexivitds miatt nem lehet senkinek sem 6 ismerése a boltban. fgy
az ismerdsok szamatal fiiggéen minden ember 6 csoportba oszthaté be, azaz
6 fidkba helyezheté el. Két eset lehetséges, tekintsiik a csoportokat egy
lehetséges rendezés, az ismerdsok szamanak a névekvé sorrendje szerint. Az
elsd esetben a O ismerdssel rendelkez6 emberek esnek az elsé csoportba, az
1 ismeréssel rendelkez6 emberek esnek a mdsodik csoportba, és igy tovdbb 2
ismerds - a harmadik csoport, 3 ismerds - a negyedik csoport, 4 ismerds - az
otodik csoport, és b ismerés - a hatodik csoport. A mdsodik esetben az 1
ismerdssel rendelkez6 emberek esnek az elsé csoportba, 2 ismerdssel
rendelkez6 emberek esnek a mdsodik csoportba, és igy tovdbb, 3 ismerés -
harmadik csoport, 4 ismerds - negyedik csoport, 5 ismeros - otodik csoport,
és 6 ismerds - a hatodik csoport. Mindkét esetben a csoportok szama 6, mig
a vdsdrlék szdma 7. Tgy a megoldds kévetkezik a skatulya-elvbél.



Tizenhat csapat jatszik egy futball versenyen, ahol
mindenki jatszik mindenki ellen. Bizonyitsuk be, hogy
minden meccs utdn van legaldbb két csapat, akik
ugyanannyi meccset jatszottak.

Az el6z6 problémadhoz hasonlé médon elegendd észrevenni, hogy amennyiben
van egy csapat, aki O meccset jatszott, akkor nem lehet olyan csapat, aki 15
meccset jatszott. Ebbél kovetkezik, hogy 15 fickot tekinthetiink, a meccsek
szama szerint. Ezutdn madr elegendd haszndlni a skatulya-elvet. Mint az
el6z6 feladatndl is, a résztvevé csapatok szama itt sem fontos.

A fenti-probléma egy egyedi esete az gy nevezett
“ismerdsok problémadnak”, ami szerint:
Minden n emberbdél dllo csoportban esetén létezik legaldbb két ember:,
akiknek azonos szdmu ismerdsik van a tobbiek kozott a csoportban.



Az egység sugaru korlapon elhelyeztiink 7 pontot.
Igazoljuk, hogy van kozottiik 2, amelyek tdvolsaga nem
nagyobb 1-nél.

Osszuk a kor keriiletét 6 egyenlo
részre. Igy 6 korcikkiink lesz, és 7
pont, ezért a skatulya elv alap jan
létezik 2 pont amelyik ugyanabba a
hatod korcikkbe jut, De ekkor a
tavolsaguk nem nagyobb mint 1.




Az egység sugaru korlapon elhelyeztiink 6 pontot.
Igazoljuk, hogy van kozottiik 2, amelyek tdavolsdga nem
nagyobb 1-nél.

Rogzitsiik a kor keriiletén az
egyik pontot, és igy osszuk a
kort 6 egyenld részre. Igy 6
korivink lesz, és még 5 pont.

Amennyiben valamelyik pont
valamelyik szomszédos korcikkbe
jutndnak, a feladat megoldott.

De ha egy sem jut ezekbe, akkor van 5 pontunk és 4
mdsik korcikk. Ezért a skatulya elv alapjan valamelyikre
2 pont kertdil, és ekkor megint megoldottuk a feladatot.



Legyenekaz a,b,c,d, e, f,g,hésiazl,62,3,4,56,7,
8, 9 szdmok permutdcidi. Igazoljuk, hogy az
paros szam!

Feltételezziik az ellenkezd jét: vagyis, hogy a szorzat
paratlan, igy mindegyik szorzétényezéje paratlan.

Tehat a-1, ¢c-3, e-b, g-7, i-9 mind paratlanok, ezért

is mind pdrosok lesznek,de 1,2, 3,4,5, 6, 7,
8 ,9 kozott a pdrosok csak 2, 4, 6, 8 ami csak négy
szam, absurdum.




Egy négyzet alakd 1 mxm céltablat 49 taldlat ért.
Bizonyitsd be, hogy van 4 olyan taldlati pont, amelyek
kozil barmely 2-nek a tdvolsdga kisebb mint 36 cm.

Osszuk fel a négyzetet 4x4=16
kisnégyzetre. Mivel 16 e®
tartomadny és 49=3x16+1 pont
van, ezért a skatulya elv
alapjdn az egyikbe biztosan
lesz legkevesebb 3+1= 4 pont.

Es mivel egy kisnégyzet atldjanak a hossza 25v2 <36
Ezért a feladatot megoldottuk.



44 kirdlynd van elhelyezve egy 8 x 8-as sakktdblan.
Mutassuk meg, hogy barmelyik kirdlynd legaldbb egy
mdsikat iitni fog

Megoldds: Minden kirdlyné legaldbb 21 mez6t ural. Azt
a mezét is figyelembe véve, amelyen a kirdlyné all,
osszesen 22 ellenérzés alatt dall6 mezét kapunk.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan kirdlynd, amely egyetlen
mdsikat sem ut! A visszamaradé mezék szdma:

64 - 22 = 42. De nekiink 43 madsik kirdlynonk van, igy a
skatulya-elv értelmében kovetkezik, hogy legalabb az
egyikik a tekintett kirdlynd dltal itésben tartott
mezokon helyezkedik el. Ez egy ellentmondas.



Az 1-161 10 -ig terjed6 természetes szamokat
tetszdleges sorrendben egymads ald irjuk egy oszlopban.
Minden szamot 06sszeadunk az oszlopban elfoglalt helyét
jelolé sorszammal. Igazolja, hogy legaldbb két ilyen
0sszeg ugyanazzal a szamjeggyel végzodik.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy ezek az 6sszegek mind kiilonb6z6 szdmjegyben
végzddnek.

Ezek szerint az 6sszegek utolsé szamjegyei kozt a O, 1, ..., 9 mindegyike
pont egyszer fordul eld. Ellenkezé esetben a skatulya elv szerint két
kiilonb6z6 6sszeg ugyanarra a szamjegyre végzédik. Ebbél az kovetkezik,
hogy az adott 6sszegeket 6sszeadva, ezek 6sszege ugyanarra a
szamjegyre végzddik, mint az 1+ 2 + ...+ 9 = 45 osszeg, tehat az 5-re.
Mdsrészt az 1-16l 10-ig terjedd egészek osszege 55. Az oszlopban
elfoglalt helyiiket jelzé sorszdamok 6sszege is 55. Tehdt ennek a kettdnek
az 6sszege, a 110, a O-ra végzddik. Ez ellentmond a feltételnek.



Adottak az 1, 2, ..., 200 szamok, és kivalasztunk
101-et koziiliik. Igazolja, hogy a kivdlasztott
szdmok kozott van legalabb két olyan, amelyek
koziil az egyik a mdsoknak osztdja.

Ha az a egy 200-ndl kisebb pdratlan szdm, jeldljiik az

{a, 2a, 4q, 8a, 16a, 32a, 64a, 128a} halmazt A-val. Az 1 és 200 kozti
egész szamok mindegyikére |étezik egy olyan pdratlan egész a < 200
amelyre a megfelelé A tartalmazza az adott szdmot. Mivel 100 ilyen
kiilonb6z6 A halmaz lehetséges (az 1 és 200 kozti pdratlan egészek
szama 100) és a feladat szerint 101 egészet vdlasztunk ki, a skatulya
elv szerint, legaldbb két kivdlasztott egész szam ugyanabba az A
halmazba tartozik. Mdsrészt barmely két szam koziil, amelyek
ugyanabba az A halmazba tartoznak az egyik a mdsiknak osztéja



Adott a 10 x 10-es sakktdbla, és dgy irunk pozitiv
egészeket a sakktdbla mezdire, hogy barmely két
fliggdleges, vagy vizszintes szomszéd kiilonbsége ne
haladja meg az 5-6t. Igazolja, hogy legaldbb két
szomszéd egyenl6 lesz.

Jeldlje a és b a sakktdbldra irt legnagyobb és legkisebb szamot. Ha nincs
két egyenl6 koztik, akkor a- b > 99. Kossiik most 6sszeaz aés b
szdmokat tartalmazé mezdket a lehetd legrovidebb olyan utat tartalmazé
|épésekkel, amely csak vizszintes és fiiggdleges irdnyba halad a mezékon. A
lehetd leghosszabb ilyen Gt 18 lépést jelenthet, (9 vizszintes és 9
fliggbleges |épés). Ez azt is jelenti, hogy az a Ugy érheté el a b -bdl, hogy
18-szor legfel jebb 5-el novelem az adott szamot, vagyis a< b + 18.5.
Kovetkezik, hogy b + 90 > b + 99. Ez nyilvan lehetetlen, tehdt legaldbb két
szomszédos szdm egyenlé kell legyen.



Az 1-16l 16-ig terjedd egészeket leirjuk az 4 x 4
sakktabla mezéire Ugy, hogy van legalabb 2 olyan,
szomszédos oldallal rendelkez6 mezd, amelyben a
szamok kiilonbsége nem kevesebb mint 4.

Helyezziik el az dbra szerint az 1,
2, 3,4 szamokat és jeldljiik
csillaggal a széba johetd
szomszédjaikat. Fiiggetlendl attal,
hogy az 1, 2, 3, 4 hogyan helyeztik
el, a csillagok szdma nem lehet
kevesebb, mint 4.

A skatulya elv alapjdn legaldbb egy csillag helyére olyan szdm keril,
ami nem lehet kisebb, mint 8(ugyanis a széba johet6 5, 6 és 7
mindossze 3 csillagot foglal le). Ezzel kész a bizonyitas.



Egy szabdlyos ikoszagon (20 oldald sokszog - iko a
gorog nyelven hiszat jelent) 9 csdcsa pirosra van
festve. Igazolja, hogy van olyan piros csucsd
hdromszog, amely egyenlé szard.

Szamozzuk az ikoszagon csucsait 1-tol 20-ig az
oramutato jarasaval megegyezo iranyban. Ezek kozt
azok a csucsok, amiket 1, 5, 9, 13 és 17; amiket 2,
6, 10, 14 és 18; amiket 3, 7, 11, 15 és 19; és amiket
4,8, 12, 16 és 20 jelol, 4 szabalyos Otszoget
hataroznak meg. Mivel 9 csucsot festettiink pirosra,
a skatulya elvbdl kdvetkezik, hogy a 9 csucs koziil
legalabb 3 ugyanahhoz az 6tszoghoz tartozik.
Masreszt egy szabalyos 6tszog barmely 3 csucsa egy
egyenlo szaru haromszoget alkot.



Egy 6 x 6 négyzet 36 zdrt egységnégyzetre
bonthatd (az oldalaik pontjait is hozzdvessziik).
Szamitsa ki az olyan egységnégyzeteknek a
maximadlis szamat, amelyek Ugy festhetok ki kékre,
hogy két kék egységnégyzetnek nincs kozos pontja
(csucsoknal sem).

Osszuk fel a négyzetet 9 darab 2 x
2 négyzetre, amik a skatulydk
lesznek. Egy ilyen skatulya nem
tartalmazhat egynél 16bb kékre
festett négyzetet. Kovetkezik, hogy
a keresett szdm legfeljebb 9.

Az aldbbi példa egy lehetdséget szemléltet, amiben a
kék négyzeteket X jeloli:



Adott egy 1 oldald négyzet és abban 101 pont,
amelyek kozt barmely 3 nem kollinedris. Igazolja,
hogy van koztiik 3 amelyek egy olyan haromszoget
alkotnak, aminek a tertilete nem nagyobb, mint 0,01.

Osszuk fel a négyzetet 50 egybevagd téglalapra. Ez
megtehetd példaul ha a négyzet egyik oldalat 10
egyenld részre osztjuk, és a szomszédos oldalat 5
egyenlé részre osztjuk, majd az oldalakkal
parhuzamosan felosztjuk a négyzetet 50 egybevdso
téglalapra, amelyeknek a méretei 0,2 x0,1. A
skatulyaelv alapjan, legalabb hdarom pont esik legaldabb
az eqgyik ilyen téglalapra. De egy téglalapba irt
hdromszog terilete nem haladhatja meg a téglalap
teriletének a felét, vagyis a konkrét példaban a 0,01
értéket.




Keressiik meg a tort értékét, ha kiilonbozé bet(k kiilonbozd, azonos
betiik azonos jelolnek!

Dl Re FxCxHxLxBExT

PRYRIXNXCOCKX T PXLxE

Az el6forduld kiilonbozé betik: D, I,R,C, H,L,E, T,P, N éppen 10 bettd.
Osszesen 10 szdmjegyiink van: 0,1, 2,3, 4,5, 6,7, 8, 9 és a nevezében

nem lehet O, azért a szdmldlé valamelyik bet(ije a O, igy a t6rt értéke O.



Vége



