Az invariancia elve

Léteznek olyan feladatok, amelyek esetén adott két konfiguricié és bizonyos lehetséges 1épések
(transzformdcidk) halmaza. A kérdés az, hogy adott lehetséges, véges szdmu 1épés (transzformdcid)
alkalmazasaval az egyik konfiguraciobdl megkaphatjuk-e a masikat?

A negativ valaszt beldthatjuk a kovetkez6 médon: a konfigurdciék halmazan értelmezziink egy fiiggvényt. A
figgvényérték lehet egy szdm vagy egy logikai érték. Tegyiik fel, hogy a fiiggvény értéke nem véltozik, ha egy
Iépést (transzformdcidt) végrehajtunk. Tehdt a fliggvény az adott tipusi 1épésekre (transzformécidkra) nézve
invarians.

Ha a kiindul6 helyzetben és a célhelyzetben az invaridns értéke kiilonbozd, akkor a kiindulé helyzetbdl a
célhelyzet nem érhetd el véges szdmu sok 1épés (transzformécid) sorozatdval.

Mind a valddi életben, mind a matematikai feladatok korében a megoldast az neheziti, hogy az adott
konfiguriacidk allapotainak a halmaza, valamint a lehetséges 1épések (transzformdcidk) halmaza olyan nagy vagy
annyira bonyolult, hogy a helyzet teljesen dttekinthetetlen.

Maisfeldl a helyzetet az is tovabb neheziti, hogy nem nyilvanvald, melyik az az invaridns, amely éppen
célravezetd.

Ebbdl kifolydlag az invaridnsok keresése a matematika sok részében hasznosnak bizonyul, hiszen a feladatok
struktdrajanak csak részleges ismeretében is képesek lehetiink megoldast talalni.

Példa
Le lehet-e fedni az 1 cm oldalhossziisdgu szabalyos haromszoget 35 darab 1/17 cm sugard korrel? Ekkor,
anélkiil, hogy belegondolndnk, hidnyféleképpen lehet 35 kort a sikban elhelyezni, észrevehetd, hogy a korok

2
3
Osszteriilete 35- [ﬁj -7 cm? kisebb, mint a hdromszog teriilete Tcm2 . Ezért a lefedés nem lehetséges.

A feladatok sordn ilyen invaridns tulajdonsdgok lehetnek, példaul: adott szimmal valé osztds maradéka, adott
szamok Osszege, adott kifejezések szamértéke, adott allitadsok logikai értéke stb.

A tovabbiakban véltozatos feladatokon keresztiil prébaljuk bemutatni a médszer 1ényegét, hatékonysagét,
valamint matematikai szépségét.

7. feladat

A Csodakert fadin 25 bandn és 30 narancs van. Minden alkalommal két gyiimolcsot vesziink le. Ha
egyformadkat vesziink le, akkor egy narancs nd helyettiik; ha kiillonbozdket vesziink le, akkor egy bandn. Utolsénak
milyen gytimélcs marad?

Megoldds

Konnyen észrevehetd, hogy a fan levo paratlan szami bandnmennyiség invaridns. Pontosabban: akdrhogyan
is szakitunk le egy-egy alkalommal két gytimolcsot, a fan mindig paratlan szamu bandn marad. Ezt konnyt belatni,
hiszen ha két bandnt szakitunk le, helyette narancs terem és igy a bandnok szdma (25, pératlan szdm) kettével
csokken. Ha két narancsot szakitunk le, akkor a bandnok pdratlan szdma véltozatlan marad. Amennyiben egy
bandnt és egy narancsot szakitunk le, helyettiik egy bandn terem, tehat a bandnok szdma ismét paratlan.

Igy utoljéra (amikorra egyetlen gyiimolcs marad), a fan éppen egy bandn lesz.

Megjegyzés. Konnyen beldthatd, hogy a 25, illetve a 30 helyett barmilyen pdratlan, illetve paros szdm irhat6,
utoljdra gy is egyetlen bandn marad.

8. feladat

Huszonnégy papirlap koziil néhédnyat tiz részre vagtak, majd az igy kapott részek koziil néhdnyat ismét tiz
részre vagtak és igy tovabb. Egy ilyen munkaszakasz utdn valaki ezt mondta: ,,Most 2001 papirdarabunk van.” J61
szamolt-e az illetd?

Megoldds

Mivel minden 1épésben egy lapbdl tizet csindltunk, a lapok szdma 9-cel nd, hiszen kaptunk tizet, és elfogyott
egy, amit szétvagtunk. Tehat ha 9-cel osztunk, a maradék nem valtozik, invarians.

Tekintettel arra, hogy eredetileg 24:9 = 2 (maradék 6) és végiil pedig 2001:9 = 222 (maradék 3), biztos az,
hogy az illetd rosszul szdmolt. Ez 6rvendetes tény is, mert igen nehéz lett volna ezzel a médszerrel bebizonyitani,
hogy valaki j6l szamolt.

9. feladat

Egy hosszi egyenes drokban bal oldalt egy sdska, kozépen egy szocske, jobbra egy tiicsok iil. Idénként
valamelyik dtugorja egyik szomszédjat. El6fordulhat-e, hogy 2001 ugras utdn djra a kiindul6 sorrendben iilnek, ha
végig csak az drokban (egy egyenes mentén) ugornak?



Megoldds
Legyen rendre a sdska, a szocske, a tiicsok jele: S, Sz és T. A kezdeti sorrendjiik SSzT. Az ugralgatasok sordn
el64llo osszes lehetséges sorrend:

SSzT, SzTS, TSSz, STSz, SzST, TSzS *)

Ezek a harom elem osszes, ismétlés nélkiili permutacioi. A (*) sorrendek koziil az elsé hdrmat ,,szabdlyosnak™
nevezziik, az utolsé hdrmat pedig ,,szabdlytalannak”. Az ugrdldsok sordn a ,.szabdlyos” és a ,szabdlytalan”
sorrendek véltakozva kovetik egymdst. Emiatt 2001 (azaz pératlan szdmii) ugras utdn nem allhat vissza az eredeti
sorrend.

Ebben az esetben is az invaridns a ,,paratlansdg” volt.

Vizsgdljunk most néhdny, matematikai vonatkozdsu példdt is!

10. feladat

A téblara felirjuk az 1, 2, 3,..., 2000 természetes szdmot. Minden 1épésben letordliink két szdmot, a-t és b-t,
és helyettiik felirjuk az a+b-1 szdmot. Ha ezt az eljarast kétmillidszor megismételjiik, milyen szdm marad a tdblan?

Megoldds

Minden torlés-felirds utdn a tdbldn levd szamok Osszege 1-gyel csokken. Tehdt az invaridns, az eredeti
szamok Osszege és az egyes torlés-felirds nyomdn eld4ll6 kiilonbség, az 1. A 2 000 000-dik torlés-felirds utdn a
tdblan egyetlen szdm marad, mégpedig:

(I+2+43+...+2000) — 2000000 = 2001 -1000 — 2000000 = 1000 .

11. feladat

Tekintsiik a 2; az 1+\/§ és az 1—\/5 szamot.
a) A szdmokkal a kovetkezd miveletet végezziik: a harom szdm koziil mindegyiket helyettesitjitk a masik két
szam szdmtani kozépardnyosdval. Ha ezt az eljarést tetszlleges sokszor megismételjiik, elérhetd-e, hogy az 1;

2442 ; 2—~/2 szdmot kapjuk?
b) A szdmokkal a kovetkezd miiveletet végezziik: a hdrom szdm koziil az egyiket véltozatlanul hagyjuk, a

masik kettd helyett ezek Osszegének V2 -vel val6 osztdsi hanyadosdt, illetve ezek kiilonbségének V2 -vel valé

osztasi hanyadosat {rjuk. Ha ezt az eljarast tetsz6leges sokszor megismételjiik, elérhetd-e, hogy az 1; J2 és E
szdmokat kapjuk?

Megoldds

a) Ebben az esetben a hdarom szdm Osszege invaridns. Pontosabban: ha a, b, ¢ harom tetszéleges szam, a

+b b+ +
miivelet végrehajtasa sordn helyettiik az a 2 ¢ , ¢ 2a szamokat kapjuk, amelyek Osszege éppen a + b +

C.
Jelen esetben indulaskor a+b+c=2+1+ \/5 +1- \/5 =3, és amennyiben eljuthatnank a kért szdmokhoz,

a+b+c=1+2+ \/5 +2— \/5 =15 lenne, ami lehetetlen. Tehat a valasz: nem.
b) Ebben az esetben az invaridns éppen a hirom szam négyzetének Osszege. Pontosabban: ha a, b, ¢ hdrom
a+b a-b

tetszleges szdm, a miivelet végrehajtdsa sordn példaul az , —,
V272
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Jelen esetben indulaskor a’+b>+c? =2+ (1 + \/5 ) + (1 — \/5 ) =10, de érkezéskor

¢ szdmokat kapjuk, és

2
2,2, 2 g2 2 1 . . .
a“+b " +c” =1 +\/5 +| —| =3,5, ami ellentmondashoz vezet. Tehat a valasz itt is nem.

NG

Tekintsiik a mellékelt dbrdn l4thaté 3x 3 -as, szdmokkal kitoltott négyzethalot. Ennek
két négyzetét akkor mondjuk szomszédosnak, ha van egy kozos oldaluk. Bevezetjikk a
kovetkez6é muveletet: két szomszédos négyzetben taldlhaté szamhoz hozzdadjuk ugyanazt a
tetszOleges szamot. Elérhetd-e, hogy valahdny 1épés utdn a kapott négyzethdlé négy
sarkdban 1-es, a tobbi négyzetben mind 0 legyen?

12. feladat




Megoldds

Ha a mellékelt dbran lathaté hivatkozdsokat hasznaljuk, nem nehéz belatni, hogy a
bevezetett miiveletre vonatkozdan az dle |f

S=(a+c+e+g+k)—(b+d+ f+h) 6sszeg invaridns!

Indulaskor ez az osszeg: S =(0+2+7+4+5)—-3+6+9+0) =0, mig érkezéskor ez az

osszeg: S=(1+1+0+14+1)-(0+0+0+0) =4 lenne, ami lehetetlen.

Tehat a foltett kérdésre a vdlasz: nem.
A mddszer sikeresen alkalmazhatd az tgynevezett ,,parkettdzdsi” problémdk (a sik egyrétli, hézagmentes
lefedése) esetén is.

13. feladat

a) A 8x8-as tdblanak eltavolitjuk valamelyik sarokmezOjét. Le tudjuk-e fedni a megmaradt feliiletet
hézagmentesen ¢és atfedés nélkiil alakzatokkal, ahol a [T 1] ,kisnégyzetek” mérete a sakktabla
mezéméretével egyenld?

b) Ugyanez a kérdés, ha kezdetben két, nem éatlésan elhelyezked6 mezdt tavolitjuk el.

Megoldds

a) A sarokmez0 eltavolitdsa utdn kapott ,,csonka tdbla” mezdit szinezziik ki a mellékelt dbra szerint. Vegyiik
észre, hogy minden sorban vagy oszlopban harom egymas melletti mez6 koziil pontosan egy fekete és kettd fehér.
A 63 mez6 koziil 6sszesen 22 fekete, és 63 — 22 =41 fehér szinii. Ha a lefedés lehetséges lenne, akkor a felhasznalt
»téglalapokba” keriild fekete, illetve fehér mezdk szdma vdltozatlan kellene, hogy legyen (ez az invaridns),

mégpedig 63-% =42 fehér és 63% =21 fekete mez6 lenne, és ez ellentmondds. Tehdt a vdlasz: nem.

b) Beldthatd, hogy ha a két nem atlés sarokmez6t tavolitjuk el (példdul a bal és jobb alsoét), akkor a fenti
szinezéssel nem jutunk semmilyen ellentmondashoz, vagyis a kérdést nem tudnank
megvalaszolni. Ezért szimozzuk meg a ,,csonka tdbla” mezdit a mellékelt dbra szerint.
(Most is haszndlhatndnk szineket is, de ezuttal 3 szin kellene.) Szamoljuk 6ssze a tdblan
levd O-s, 1-es és 2-es szdmjegyek szamat. A 0-s 21-szer; az l-es 21-szer és a 2-es
62 — (21421) =20-szor fordul el8. Tehdt a lefedés ebben az esetben is lehetetlen, ugyanis
a lefedésre haszndlt 1x3 -as téglalapokba ugyanannyi 0-s, 1-es és 2-es kellene, hogy
jusson (ezek szdma invaridns).

Az invariancia moédszere kiilonosen j6l alkalmazhaté az uUn. matematikai
stratégiajatékok széles korében is (v.0. [31] és ML5/1992, 181-186, oldal), ugyanis az

a jatékos, aki ,,jol jatszik”, felfigyel arra az invaridnsra, ami szdmara a kedvez6 nyerd- olitl2lolil2]lo]1
stratégidt biztositja, az ellenfele barmely 1épése esetén. 2Tolil210l1]2
14. feladat 2l1]joj2]t]olalt
Az asztalon 27 gyufaszal van, két jatékos felvaltva vesz két vagy harom szdlat,  fOI{21011121011
Az a jatékos nyer, aki utolséként vesz. Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja, és 1421011124041}12
hogyan kell jtszania, hogy nyerjen is? 241401211101211
Megoldds ojt1j2jojt1j2]jo0]1
21011121071

Visszafelé okoskodva (errdl részletesebben a II. rész 8. fejezetében olvashatunk):
aki 4 gyufat hagy az asztalon, az mdr nyert. El6z6leg 8, kordbban rendre 12, 16, 20,
24 szdlat kell hagynia. Ezt a kezdd megteheti, és gy vesz el a gyufaszalakbdl, hogy az ellenfele ,,1épése” ellenére,
az asztalon rendre 24, 20, 16, 12, 8, 4 gyufaszdl maradjon. Itt invaridns a 4, ami éppen eggyel tobb, mint a
maximadlisan elérhetd gyufdk szdma.

15. feladat

Egy téglalap alaku asztalra két jatékos felvaltva egyforma pénzérméket helyez. (Nem szabad az ott levOkre
ratenni, vagy azokat arrébb 16kni!) Az gydz, aki utoljara még tud tenni. A kezdd nyerhet. Hogyan?

Megoldds

A kezd§ az asztal szimmetria-k6zéppontjdba (a téglalap atléinak a metszéspontjdba) helyezi az elsé érméjét.
Itt invaridns a kozéppont szerinti szimmetria: a kezdd jatékos az ellenfele 1épésére mindig a kdzéppont szerint
szimmetrikusan helyezi el a pénzérméit, igy biztosan 6 nyer. (Ugyanez a helyzet a kor, négyzet stb. alakd asztal
esetén is.)

Most nézziink egy kiilondsen népszerii feladatot!

16. feladat

Egy szigeten 15 kaméleon él. Koziiliik 3 kék, 5 zold és 7 piros. Ha két kiilonboz6 szinii kaméleon taldlkozik,
akkor annyira megijed egymastdl, hogy mindketten a harmadik szinre valtoztatjdk a bdriiket. Két azonos szinii
kaméleon nem ijed meg egymastél, igy taldlkozasukkor nem valtoztatjadk meg sziniiket. Lehetséges-e, hogy egy
id6 mulva csak azonos szinli kaméleon €l a szigeten?

Megoldds



Legyen rendre k, z és p a kék, z61d és a piros kaméleonok szdma €s s = p — k. A taldlkozasok okozta valtozasok
soran az s értékének harommal vald osztasakor a maradék nem valtozik, invarians. Tehat a valasz: nem.

Nagyon gyakran, a feladatok egyszerii megfogalmazdsa ellenére, a célravezetd invaridns megtaldldsa
kemény dio” lehet. Nézziik a kovetkezo feladatot!

17. feladat

A tisztdson 44 fa 4ll korvonalban. Mindegyik fan il egy majom. Egy-egy perc elteltével valamelyik két
majom dtugrik a szomszédos féara, az egyik az dramutatd jardsdval azonos, a mésik ellentétes irdnyba. Lehetséges-
e, hogy egy idé milva mindegyik majom ugyanazon a fan iil?

Megoldds
Nem lehet. A fdkat szdmozzuk valamelyik koriiljards szerint az 1, 2, ..., 44 szdmokkal. Az i-edik fdhoz
rendeljiik hozzd az S;:=i-a, szdmot (minden i€ {1, 2, ..., 44} esetén), ahol a; az i-edik fan iil6 majmok szdma.

Figyeljiik meg az
§S=85+S,+..+S,
Osszeg valtozasat. Az S értéke egy-egy alkalommal vagy nem, vagy 44-gyel valtozik, az 1. és 44. fak kozti
atugraskor. Kezdetben S =1+2+...+44 =22-45, az elérni kivant dllapotban S =44 -k (ha a majmok mind a k-
adik fan vannak). De ez nem érhet6 el, hiszen a 22-45+44n szdm nem oszthat6 44-gyel.
Utolsé feladatunk egy Nemzetkozi Matematikai Didkolimpidrol szdrmazik.

18. feladat

Egy 06tszog csucsaira egész szamokat irunk ugy, hogy a szdmok 0sszege pozitiv. Ha hdrom egymds utdn
kovetkezd csicson az a, b és ¢ szdm szerepel, és b < 0, akkor a szdmokat kicserélhetjiik rendre a kovetkezd
szamokkal: a+b, —b és c+b. Bizonyitandd, hogy véges sok ilyen 1épés utdn mar csak nemnegativ szdmok lesznek
az Otszog csucsaira irva.

Megoldds

Legyenek eredetileg ao, bo, co, do és ey az Otszog csdcsaira {rt szamok. Mivel
(a+b)+(=D)+(c+b)=a+b+c,ezért az adott 1€pés a csicsokra irt szamok 6sszegét nem valtoztatja. Tekintsiik

az
S:=(a —c)2 +(b —d)2 +(c— e)z +(d —a)2 +(e —b)2 Osszeget.
Egy 1épés utdn ez igy véltozik:
s .'z(a—c)2 +(—b—d)2 +(c+b—e)2 +(d—a—b)2 +(e+b)2
Mivel S —S =—2b-(a+b+c+d+e) ésb <0, valamint a+b+c+d +e >0 ,ezért az S értéke minden lépésben
csokken. Mivel az S értéke pozitiv egész, igy az eljards véges szamu 1épés utdn véget ér.

A bemutatott témakorrdl még a [18] és [19]-ben is olvashatunk.



